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Uvod

Odredeni integral moZemo koristiti za rje$avanje sljedecih
problema:

® problem teZista nehomogene Zice,
® problem momenta inercije,

® odredivanje rada kojeg vrsi sila koja djeluje duz pravca.
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Masa nehomogenog segmenta

Promatramo masu nehomogenog segmenta [a, b] u ovisnosti o
gustodi segmenta koja je dana funkcijom f(x).

Promjena mase Am iznosi priblizno f(x)Ax, tj.
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Masa nehomogenog segmenta

Promatramo masu nehomogenog segmenta [a, b] u ovisnosti o
gustodi segmenta koja je dana funkcijom f(x).

Promjena mase Am iznosi priblizno f(x)Ax, tj.

Iz toga dobijemo
dm = f(x)dx = m' = f(x),

pa je

m = /ab £ (x)dx.
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Primjer 1

Funkcija gustoce segmenta [0, 5] je f(x) = x.

(i) Graficki predotite i interpretirajte raspored mase.
(i) Odredite ukupnu masu segmenta [0, 5].

(i) Odredite totku ¢ € [0,5] do koje je rasporedena polovica
mase.
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Primjer 1

(i)
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Primjer 1

(i)

(i)
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Primjer 1

(i)

(iii)
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TeZiste sustava masa

U diskretnom slu¢aju (kada masa postoji samo u nekim totkama, a
izmedu je jednaka nula), ako su mase my, my, ..., m, smjedtene na
pravcu u tocke s koordinatama xi, xo, ..., x,, onda je teziste
ovakvog sustava masa dano sa

D iy Ximi

27:1 m;

XT =
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TeZiSte segmenta

U kontinuiranom slutaju (kada je masa “razmazana” po &itavom
segmentu) u formuli za teZiste prelazimo sa sume na integral.
Masu u pojedinoj totki zamijenimo sa f(x) i dobijemo

fbxf(x)dx

__ Ja

T fab f(x)dx .
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TeZiSte segmenta

U kontinuiranom slutaju (kada je masa “razmazana” po &itavom
segmentu) u formuli za teZiste prelazimo sa sume na integral.
Masu u pojedinoj totki zamijenimo sa f(x) i dobijemo

]'bxf(x)dx

__ Ja

T fab f(x)dx .

Napomena: TeZiste homogenog segmenta (homogene Zice) je
njegova sredina. To ne vrijedi ako segment nije homogen.
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Primjer 1 (nastavak)

Odredite teZiste segmenta [a, b] = [0, 5] s funkcijom gustoée mase
f(x) = x.
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Primjer 1 (nastavak)

Odredite teZiste segmenta [a, b] = [0, 5] s funkcijom gustoée mase
f(x) = x.

7 f05xf(x)dx 7 f05x2dx
T f05 f(x)dx f05xdx
515

X
= 125
_ 3 _73 :10
2|5 225 3
2
0
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Masa i teziste beskonalnog intervala

U slu€aju beskonaénog intervala, takoder vrijede prethodne formule
za masu i teZiste,

B b B fab xf (x)dx
m= /a f(x)dx, XT = 7fab Fx)de .
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Primjer 2

Neka je masa razmazana na intervalu [0, 00) prema pravilu za
funkciju gustoée f(x) = Ae™*, za x > 0, pri &emu je A > 0 realna
konstanta. Odredite masu intervala.
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Primjer 2

Neka je masa razmazana na intervalu [0, 00) prema pravilu za
funkciju gustoée f(x) = Ae™*, za x > 0, pri &emu je A > 0 realna
konstanta. Odredite masu intervala.

0o b
m:/ Ae Mdx = lim / e Mdx
0 b—o0 0

—Ab —Ab
= — |lim / etdt = — lim et‘
b—oo Jo b—o0 0
=— lim(e*-1)=—(0-1)=1
b—o0
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Moment inercije

Moment inercije (mjera tromosti pri rotaciji) / mase m oko totke
udaljene r iznosi

| = mr?.

U slu€aju sustava masa, momenti inercije oko teZista sustava masa

dan je formulom
n

IT = Z(X,' — XT)zm,'.

i=1

Ova formula dobije se zbrajanjem formula za svaku pojedinu masu.
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Moment inercije

Moment inercije (mjera tromosti pri rotaciji) / mase m oko totke

udaljene r iznosi

| = mr?.

U slu€aju sustava masa, momenti inercije oko teZista sustava masa

dan je formulom
n

IT = Z(X,' — XT)zm,'.

i=1

Ova formula dobije se zbrajanjem formula za svaku pojedinu masu.

Prema tome, moment inercije oko teZidta segmenta [a, b] s
funkcijom gustoce f dan je formulom

b
I+ = / (x — x7)?f(x)dx.
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Primjer 3

Odredite moment inercije homogenog segmenta.
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Primjer 3

Odredite moment inercije homogenog segmenta.

a+b

Homogenost: f(x) =1, za svaki x € [a, b]. TeZiste: x7 = #3°.

Stoga je

b a+b (b—a)3
IT:/ X — 2 1ldx ==
a( 2 ) 12

12/18



Primjer 3

Odredite moment inercije homogenog segmenta.
Homogenost: f(x) = 1, za svaki x € [a, b]. TeZiste: xy = 252

Stoga je

b a+b (b—a)3
/T:/ X — 2 1dx=...=— L~
a( 7 ) 12

Ako oznatimo duljinu segmenta sa L = b — a i uo¢imo da je masa
segmenta m = L (jednakost brojeva bez mjernih jedinica),
dobijemo formulu za moment inercije homogenog Stapa

L2
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Primjer 1 (nastavak)

Odredite moment inercije oko teZista segmenta iz Primjera 1;
[a, b] = [0,5], f(x) = x.
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Primjer 1 (nastavak)

Odredite moment inercije oko teZista segmenta iz Primjera 1;

[a, b] = [0, 5], f(x) = x.

b 10
I+ = / (x — x7)f(x)dx, XT =3

5
1
Ir = / (x — —O)Zde
0 3

5 2 1
= /0 (x3 — ?0X2 + %X)dx

e 100 s 625
4 33 9 2’0 36
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Rad sile

Rad opisuje djelovanje sile na nekom putu. U slu¢aju konstantne
sile jednak je umnosku sile i duljine puta, W = Fs. U slu¢aju da je
sila promjenljiva, problem odredivanja rada rjeSava se pomocu

integrala.
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Rad sile

Rad opisuje djelovanje sile na nekom putu. U slu¢aju konstantne
sile jednak je umnosku sile i duljine puta, W = Fs. U sluéaju da je
sila promjenljiva, problem odredivanja rada rjeSava se pomocu
integrala.

Neka je F(x) sila koja djeluje u tocki x. Ako je F(x) > 0, sila

djeluje u pozitivnom smjeru, a ako je F(x) < 0, sila djeluje u
negativhom smjeru.
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Rad sile

Za dio rada AW koji sila napravi na putu duljine Ax vrijedi

AW = F(x)Ax.
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Rad sile

Za dio rada AW koji sila napravi na putu duljine Ax vrijedi
AW = F(x)Ax.

Dobijemo
dW = F(x)dx = W' =F(x),

pa je

W = /ab F(x)dx.
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Elasti¢na opruga

Neka je u totki s koordinatom (0, A) pri¢vriéena savrieno elasti¢na
tanka opruga, kojoj je u trenutku mirovanja vrh u ishodistu.

Oprugu stlatimo u to¢ku (0, A) i pustimo. Zbog savriene
elasti¢nosti, vrh opruge titrat ¢e izmedu to¢aka (0, —A) i (0, A).

Pretpostavimo da je sustav izoliran, tj. da je jedina sila koja se
javlja sila napetosti opruge. Vrijednost te sile u to¢ki x ozna¢imo

F(x).
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Elasti¢na opruga

Pokusom se pokaZe da je sila napetosti uvijek usmjerena prema
ishodi¥tu pa su x i F(x) suprotnog predznaka, te da je sila
napetosti proporcionalna udaljenost vrha opruge od ishodista.
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Elasti¢na opruga

Pokusom se pokaZe da je sila napetosti uvijek usmjerena prema
ishodi¥tu pa su x i F(x) suprotnog predznaka, te da je sila
napetosti proporcionalna udaljenost vrha opruge od ishodista.

Iz prethodnog dobijemo jednadZbu za silu napetosti
F(x) = —kx,

gdje je k > 0 konstanta koja ovisi o materijalu opruge.
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Primjer 4

Izradunajte i komentirajte rad sile napetosti elastiéne opruge na
putu od a do b.
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Primjer 4

Izradunajte i komentirajte rad sile napetosti elastiéne opruge na
putu od a do b.
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Primjer 4

Izradunajte i komentirajte rad sile napetosti elastiéne opruge na
putu od a do b.

b %2 2 2
W:/a (—kx)dx:—k? j:—k(bf_f) ( 2_p?)

Rad je pozitivan ako je a> — b?> > 0, tj. ako je |a| > |b|.
Rad je negativan ako je a®> — b? < 0, tj. ako je |a| < |b]|.
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